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Section I

10 marks
Attempt Questions 1–10
Allow about 15 minutes for this section

Use the multiple-choice answer sheet for Questions 1–10.

1 What is the contrapositive of P =) ¬Q?

A. Q =) P

B. ¬Q =) P

C. Q =) ¬P

D. ¬Q =) ¬P

2 Let z = 2�7i and w = 5+3i.

What is the value of z�2w?

A. �8�13i

B. �8+ i

C. 12� i

D. 12+13i

3 What is the Cartesian form of
˜
r =

˜
isecq +

˜
j tanq?

A. x2 � y2 = 1

B. x2 + y2 = 1

C. y2 � x2 = 1

D. x2 � y2 =�1

4 What are the roots of the polynomial P(x) = x3 +3x2 +4x+2?

A. 1, 1+ i, 1� i

B. �1, 1+ i, 1� i

C. 1, �1+ i, �1� i

D. �1, �1+ i, �1� i
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5 What is the negation of 9x 2 Z : x2 =�1?

A. 9x 62 Z : x2 =�1

B. 9x 2 Z : x2 6=�1

C. 8x 2 Z : x2 =�1

D. 8x 2 Z : x2 6=�1

6 What is the angle between the vectors
˜
u =

˜
i+

˜
k and

˜
v =

˜
j�

˜
k?

A. p
3

B. p
2

C. 2p
3

D. p

7 Let z = 1� i.

What is z3 in exponential form?

A. e
3pi
4

B. e�
3pi
4

C. 2
3
2 e

3pi
4

D. 2
3
2 e�

3pi
4

8 The point (0,1,�1) lies on which line?

A.
˜
r =

˜
i+

˜
j+l (

˜
i+

˜
k)

B.
˜
r =

˜
i+

˜
j+l (

˜
j+

˜
k)

C.
˜
r =

˜
i+

˜
k+l (

˜
i+

˜
j)

D.
˜
r =

˜
i+

˜
k+l (

˜
j+

˜
k)
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9 The probability function f (x) =

(
pxsinpx, x 2 [0,1]
0, x 62 [0,1]

.

What is P(x  1
2)?

A. 1
p2

B. 1
p

C. 1
2

D. p
2

10 A particle, initially at rest at the origin, moves with equation of motion a = 1+ v2.

What is the equation of motion for v in terms of x?

A. v = tanx

B. v = ex �1

C. v = x+ 1
3x3

D. v =
p

e2x �1
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Section II

90 marks
Attempt Questions 11–23
Allow about 2 hours and 45 minutes for this section

Answer the questions in the spaces provided. Sufficient spaces are provided for typical responses.

Your responses should include relevant mathematical reasoning and/or calculations.

Extra writing space is provided at the back of this booklet. If you use this space, clearly indicate
which question you are answering.

Question 11 (3 marks)

Prove that 2n+1 +32n�1 is divisible by 7 for n 2 Z+. 3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Question 12 (4 marks)

(a) Express 1+ i
p

3 in exponential form. 2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(b) Hence find the two values of
p

1+ i
p

3 in Cartesian form. 2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Question 13 (4 marks)

In the box below, shade the region in the complex plane that simultaneously satisfies
|z|< |z�2�2i| and p

12  argz  5p
12 .
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Question 14 (7 marks)

(a) Let u1 = 1, un = un�1 +n for n � 2. 3
Prove that un =

1
2n(n+1) for n 2 Z+.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(b) Hence, prove that
n

Â
k=0

k3 = u2
n for n 2 Z+. 4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Question 15 (15 marks)

(a) Find
Z p

2

0

dx
1+ cosx

. 3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(b) Find
Z dxp

x2 +2x+2
. 4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Question 15 continues on page 9
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Question 15 (continued)

(c) Find
Z p

4

0
tan3 xsec4 x dx. 4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(d) Find
Z 4 dx

(x2 +1)(x�1)
. 4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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End of Question 15
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Question 16 (5 marks)

The displacement x at time t of a particle moving on the x-axis is given by

x = 3+
p

3sin3t + cos3t.

(a) Show that the motion of the particle is simple harmonic. 2
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Question 17 (4 marks)

In the diagram below, B is the midpoint of AD and C is the midpoint of AE. 4

A

B C

D
E

Using vectors, prove that
�!
BC is half the magnitude of, and parallel to,

�!
DE.
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Questions 11–17 are worth 42 marks in total.
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Question 18 (4 marks)

(a) Prove that
x+ y

2
�p

xy for x,y 2 R+. 2
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(b) Hence prove that
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Question 19 (8 marks)

(a) Consider the sphere given by the Cartesian equation x2 + y2 + z2 +2x�4z�4 = 0. 2

Show that the vector equation of the sphere is

������˜
r�

2

4
�1
0
2

3

5

������
= 3.
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(b) Find the points of intersection between the sphere and the line
˜
r =

2

4
0
1
1

3

5+l

2

4
1
1
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3

5. 3
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(c) Show that the line
˜
r =�

˜
i+

˜
j�

˜
k+µ

˜
j is tangent to the sphere. 3
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Question 20 (7 marks)

(a) Let In =
Z p

2

� p
2

cosn x dx. 3

Show that for n � 2, In =
n�1

n In�2.
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(b) Hence find the volume of revolution for y = cos3 x about the x-axis for x 2
⇥
�p

2 ,
p
2
⇤
. 4
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Question 21 (7 marks)

(a) Using De Moivre, show that cos5x = 16cos5 x�20cos3 x+5cosx. 3
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(b) Hence, show that cos18� =
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p
5

4
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Question 22 (10 marks)

A projectile is launched from the ground with an initial velocity of u m/s at an angle of q to the
horizontal. The projectile experiences the effect of gravity, and a resistance proportional to its
velocity in both the horizontal and vertical directions.

The equations of motion are given by
˜
a =�0.1

˜
v�10

˜
j, where

˜
a is the acceleration vector.

(a) Show that the velocity vector
˜
v = e�0.1t �

˜
u+

˜
j
�
�

˜
j, where

˜
u = u


cosq
sinq

�
, satisfies the 3

equations of motion and initial conditions.
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(b) Show that the projectile reaches its peak (maximum height) after 10ln(usinq + 1) sec-
onds. 3
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Question 22 continues on page 17
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Question 22 (continued)

(c) Let the speed of the projectile at its peak be w m/s. 4
Show that lim

u!•
w = cotq .
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End of Question 22
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Question 23 (12 marks)

Recall that x 2Q () 9p 2 Z,q 2 Z+ : x = p
q .

(a) Show that 8r 2 Z+9n 2 Z+ : 0 <
Z 1

0
xnex dx <

1
r

. 3
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(b) Prove, using induction, that for all integers n � 0, 9a,b 2 Z :
Z 1

0
xnex dx = a +be. 4
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Question 23 continues on page 19
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Question 23 (continued)

(c) Let p 2 Z, q 2 Z+, x = p
q 2Q.

Show that 8a,b 2 Z :
n

a +bx 6= 0 =) |a +bx|� 1
q

o
. 2
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End of Question 23

End of Paper
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